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Resumen— EI area del paralelogramo vista desde la
Geometria Vectorial, trae consecuencias interesantes, una de
ellas es la de los poligonos regulares inscritos en poligonos
regulares. En este articulo mostramos una formula muy
sencilla para calcular la suma de las areas de los poligonos
regulares inscritos y ademas, damos una férmula para
calcular la apotema de un poligono regular inscrito en una
circunferencia de radio r.
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Abstract-- The area of the parallelogram geometry seen from
Vector brings interesting consequences; one is the regular
polygons inscribed in regular polygons. In this article we show
a simple formula to calculate the sum of the areas of regular
polygons inscribed and also give a formula for calculating the
apothem of a regular polygon inscribed in a circle of radius r.
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I. INTRODUCCION

En este articulo estudiamos algunas consecuencias que se
derivan del area del paralelogramo en relacién con el area
de algunas figuras planas. Sean A,B puntos de R™ . El

vector dirigido con punto inicial 4 y final B lo denotamos
AB, ademas AB = B — A. En este articulo utilizamos el
producto interno usual de R™. Cuando hablemos del vector
o lado A debe entenderse un vector dirigido y no un punto.

El resultado basico viene dado por:

Teorema 1. El area del paralelogramo de lados 4, B viene

dada por
s = JIIAlI21IBIIZ — (4 - B)? (1
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La justificacion de este resultado puede consultarse en cualquier
libro de algebra vectorial ver [10].

Inmediatamente se deduce

Corolario 2. El 4rea de tridngulo de lados A y B viene dada por

! 3.:

| Figural
VIIAIZIIBIIZ — (4- B)?
2

Aﬂ_:

Estudiamos ahora algunos ejemplos particulares que se deducen
del teorema anterior. Quiza una consecuencia no geomeétrica es
la desigualdad de Cauchy-Schwartz, que se obtiene del
radicando en la ecuacién (1).

Ejemplo 1. Consideremos el triangulo de vértices 4,B y C (el
cual indicamos con el simbolo AAEBC). Sean M, N puntos tales

que CM = tCA y CN = rCE con 0 < r,t < 1 entonces, el area

de AMNC, la cual denotamos a(A MNC) viene dada por



162 Scientia et Technica Afio XVII, No 51, Agosto de 2012. Universidad Tecnoldgica de Pereira.

a(AMNC) = rta(AABC) 2. ||cM]| = ||cn]].
Dﬂostraci(&Némﬁ que: 3. 2MCN = £ACB.
[ea]| = |[cA]. llew]| = el[ce]

4. aeslaaltura del triangulo ABC
Por Iozque ,
leM||"[len]|” = r2e2[[c4]ll|cE]|

» — 2 5.5 2 Es decir, los tridngulos son semejantes. Haciendo coincidir los
También (CM-CN)" =r2t?(CA-CE)", restando y angulos LMCN y #ACB nos conduce a la situacién mencionada

sacando raiz cuadrada obtenemos el resultado. Nétese que

. antes, solo que esta vez involucra triangulos isosceles.

b — —
r=r,t=5, I=|cA|.1,=|cB|
11 Iz {'.'
En particular si = t se tiene
a(AMNC) = t2a(AABC) \a
Sit = - entonces, My AN
alAABC
a(AMNC) = %
A B
Figura 4

Asi, tenemos por la parte anterior que
2

a
a(AMNC) = — a(AABC)

) B Consideremos ahora un pentidgono e inscribamos en él otro
Figura 2 pentadgono uniendo los puntos medios de los lados consecutivos.
Nuestro proposito es encontrar la relacion entre las areas de los

Notese que 0 < ¢ < 1. Si el tridngulo es isdsceles es  poligonos

decir, I, = I, = r vemos que
2
a
a(AMNC) = t?a(AABC) = —a(AABC)

I1. Poligonos regulares inscritos

Consideremos ahora la situacion presentada en la figura 7
con las siguientes hipotesis. s/

Figura 5

P. = P(ABCDEF) y I. = I(MNHIJ)
Por geometria elemental sabemos que
5al|4B]|
2
También A(I5) = 5a(AMNC). Por el resultado anterior

AP = = 5a(AABC)

Figura 3 a(AMNC) = j—: (AABC). Es decir,
1 |l = e8] -
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a’ a?
Al;) = 5= a(8ABC) = — A(Ps)

Como esta situacion es general, podemos considerar el
poligono regular de n lados P, e I, el poligono regular
inscrito de n lados uniendo los puntos medios de los lados

consecutivos de P, y encontramos

2
all,) == a(P)

Donde a es el apotema que serd 0 < a < .

Como los tridngulos que se obtienen de un poligono regular
. 2m

son congruentes el angulo del vértice central es o

Consideremos las siguientes consecuencias obtenidas de
las figuras.

s 2z 1,/2 I la a®
Lotan(D)=LB2 g tp B p =2

hy T a

2. a=r1cos (E ), = 2rsen G)

A
N\ A
N £\
SN AN i
11/2\\\ L_\\e ! \
J X N\ \
NN N\ \\
y > 41_ \\ S [ \
Figura 6
h h hz ad 1 ag
3. Comocos(f) =2=2ph,=2="c=—
L hy a a rZa 12

4. Siguiendo el proceso encontramos

i+t a k
=" =a(%)  k=01,.
5 El :;I
h a® r la a®
6. Esfacilverquel,=—1,=—5—— =—1

hy r2a®r T
Ia.ﬁ:
7. Engeneral [, = T—ki, kE=012,..

8. Ahora:

Obsérvese que si n tiende a infinito § = nrr

4 _hkfk_ﬂ2k+lz_(f)ka_1_(f)kA
kT2 2r2k r2) 2 T2 0
al

donde A, es el area del k-esimo rectanguloy 4, = 3

A/

\

Figura 7

9. Notese que

D=4 () =4
k=0 k=0 1

rZ

10. El 4rea de P, = nd, y de I, = nd, por tanto la suma de las

areas de todos los poligonos inscritos es
oo

ndg
Akz—az! =P, (2)
k=0 1—;2

S=n

11. La relacion del rea P, con el primer poligono inscrito 4/,

2
se obtiene de A(41,) = Tl:_zflg. Luego,

A(Pn)_ nAU _TZ

A(lfn) - HE:'AU - az
T

Es decir
2

A = AGL)

El célculo del apotema como se vio, es relativamente facil dado

por la férmula

a =rcos (,—T)
T

Donde r es el radio del circulo y n es el nimero de lados del
r T
poligono regular. Como [ = 2rsen (;) vemos que la suma S

dada en (2) puede encontrarse facilmente por la formula

S =nricot (I—T)
n

2

En general si P, es el poligono regular de n-lados y lado I y

unimos los puntosque estan a una distancia @ de cada vértice en
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los | nsecutiv tenemos un poligono I, inscrit h
os lados consecutivos obtenemos un poligono I, inscrito 2A(AMN,C) = 1251T22
regular en P,, de lado I'. Como se ilustra en la figura i

hi
Pero hyl, = 737"12 por lo que

N a hl
s "‘-::.\\_ e ——— ?g‘I(*ﬁM1N1C) = ,r_grl
a & ——
A~ N / 1
\ N/ a /| Continuando el proceso encontramos
\ | / h i hl
II". I| ;..-'._.' _.'l .': hk = Trk » Ik = ;Tk — h RI = ‘I"‘_ZT'[(
2 U —~_// a| ~———__ /| O también 4, =%rf, Ao =hl. Si reemplazamos 7, = ~h,
a 3 obtenemos
i A . . A, =— hZ — ﬁhz
Si A(P,) es el area del poligono P, y A(I,)) es el area del =y M T
poligono I,,. Sumando encontramos
(App 1 1 A 1
“r? —1—7';(] ~ n? [1 nz]

I1l. CONCLUSIONES

de la Geometria Euclidiana que serian dificiles de calcular de
otra forma. La Geometria Vectorial es una herramienta poderosa

( El uso de los vectores ayuda a encontrar resultados generales
\ A para tratar temas generales de la Geometria Analitica, dando

| B procedimientos analiticos que pueden con algo de astucia
De la figura Vemos que;  generalizar de una manera extraordinaria resultados que de otra
I L h forma no se podrian calcular. En particular el &rea del
tal’lﬁ':E:h——’hl:Th paralelogramo, tiene consecuencias maravillosas, una de las
1 mencionadas en [9] y en [10] es la desiguladad de Cauchy-
L 1 Schwartz. En [10] puenden verse otros resultados alusivos al
senfl =—- =— -1, =-n
1 1 A
TN T area del paralelogramo.
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