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Resumen— Este articulo contiene una revision acerca del
algoritmo desarrollado por Rodolf Kalman. Primero se daran
unos conocimientos basicos y necesarios para la compresion del
filtro de Kalman, posteriormente se realizara el respectivo
analisis matematico para obtener las ecuaciones que seran
implementadas para el desarrollo del algoritmo y finalmente se
simulara el algoritmo de Kalman sobre una planta de segundo
orden por medio del software Matlab y en base a esto se
obtendran las conclusiones pertinentes.
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Abstract— This article contains a review on the algorithm
developed by Rudolf Kalman, first give basic knowledge and
understanding necessary for the Kalman filter, subsequently
perform the corresponding mathematical analysis to obtain the
equations to be implemented for the development of the
algorithm and finally simulates the Kalman algorithm on a
second order plant using Matlab software and based on this
relevant conclusions will be drawn.
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I. INTRODUCCION

El filtro de Kalman es un algoritmo que se basa en el modelo
de espacio de estados de un sistema para estimar el estado
futuro y la salida futura realizando un filtrado optimo a la
sefial de salida, y dependiendo del retraso de las muestras que
se le ingresan puede cumplir la funcién de estimador de
parametros o Unicamente de filtro. Pero en ambos casos
elimina ruido, estas ecuaciones son ampliamente utilizadas ya
que incluyen probabilidades estadisticas puesto que toma en
cuenta la aleatoriedad tanto de la sefial como del ruido. A
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diferencia de otros tipos de filtros este no requiere de una
frecuencia de corte especifica debido a que se basa en la
caracteristica del ruido permitiendo de esta manera filtrar en
todo el espectro de frecuencias. Ademas sus ecuaciones solo
dependen de una muestra anterior y la muestra presente lo que
permite un ahorro considerable de memoria a la hora de ser
implementado en un sistema digital y su facil programacion
lo hacen muy atractivo ya que se basa en un método recursivo

[1][2].

Entre varias de sus aplicaciones se encuentran la estimacion
demografica, procesamiento de sefiales bioldgicas, sistemas
de navegacién, predecir el comportamiento de variables
econémicas, procesamiento de imdgenes, entre otras. Debido
a su gran campo de accién se hace muy importante conocer su
funcionamiento para asi tener las herramientas bdsicas que
permitan la soluciéon de diversos problemas practicos de
forma sencilla y 6ptima [3][4][5][6].

II. ESTIMACIONES ESTOCASTICAS

Mientras hay muchas aplicaciones especificas para computar
(aproximar o estimar) un estado desconocido desde una serie
de mediciones del proceso, muchos de estos métodos no
toman en consideracién la naturaleza tipica del ruido de las
medidas. Por ejemplo, considerando un trabajo en rastreo para
graficos computacionales interactivos. Mientras  los
requerimientos para la informacién de rastreo cambian con la
aplicacién, la fuente fundamental de informacién es la misma:
la estimacién de la posicién se deriva de sefiales eléctricas
ruidosas, de sensores mecdnicos inerciales, dpticos, actsticos
o magnéticos. Este ruido es tipicamente estadistico por
naturaleza (o puede ser modelado efectivamente como uno) lo
que lleva a métodos estocdsticos para la resoluciéon de
problemas.
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A. Modelos de espacio de estado
Los modelos de espacio de estados son esencialmente una
nocién conveniente para estimacién y control, desarrollados
para hacer trazable lo que seria de otra manera un anélisis
intrazable. Considérese un proceso dindmico descrito por una
ecuacion de la forma [7]:

Yisr = QoiYi+ o+ QpogiVionea Tl 120 (0

Donde y; es un ruido blanco (espectralmente) aleatorio de
media cero (estadisticamente) con correlacion:

E(u, w;) = R, = Q;6y; (2)

Con valores iniciales ¥,V_4,...,Y_ns1 SOn variables
aleatorias con media cero con una matriz de covarianza
conocida de dimensiones n * n.

Po=E(y_;yu), Jjkeon-1 (3)

También se asume que:

E(u,y)=0para-n+1<j<0yi=0 4)

Lo que asegura que:

En otras palabras, el ruido es estadisticamente independiente
del proceso que se va a estimar.

Bajo otras condiciones basicas esta ecuacion diferencial puede
ser escrita como:

Yi+1 a, a4 An_y Qn_q [ Yi 1
Yi 1 0 00 | Vi1 0
Riyr = =10 1 0 0 | iz [+lo ©)

Scientia et Technica Afio XVIII, Vol. 18, No 1, Abril de 2013. Universidad Tecnoldgica de Pereira.

Que conlleva al modelo de espacio de estados:

.7?,:_'_1 = AJ’C\L + Gl'll. (7)

O de forma mas general:

.7?,:_'_1 = AJ’C\L + Gl'll. (9)

La ecuaci6n representa la forma que un nuevo estado X;,, es
modelado como una combinacion lineal de ambos estados, el
previo y algtin ruido del proceso y;. La segunda ecuacién
describe como las medidas del sistema o observaciones son
derivadas del estado interno. Estas dos ecuaciones son
comunmente referenciadas como el modelo del proceso y el
modelo de medicién, y sirven como base para virtualmente
todos los métodos de estimacion lineales, tal como el filtro de
Kalman descrito mas adelante [7][8].

B. El problema de disefio del observador

El problema bdasico es determinar (estimar) los estados
internos de un sistema lineal, teniendo acceso a solo las
salidas del sistema. (Se asume que se tiene acceso a las
entradas de control) [7][8][9].

Las muchas aproximaciones a este problema bésico estan
tipicamente basados en modelos del espacio de estados. Existe
un modelo del proceso que describe la transformacién del
estado, que puede ser representada por ecuaciones en
diferencia:

Xk =Axk_1+Bﬂk+Wk_1 (11)

Ademads hay un modelo de medicién que describe la relacion
entre el proceso o los estados y las medidas. Se representa
como:

Zk:ka+Vk (12)

Los términos W, y V, son variables aleatorias representando
el ruido del proceso y de la medicién respectivamente. Las
mediciones son especificamente elementos de un estado, pero
pueden ser una combinacién lineal de cualquiera de los
elementos del estado [10].



Scientia et Technica Afio XVIIL, Vol. 18, No 1, Abril de 2013. Universidad Tecnoldgica de Pereira.

1. Ruido del proceso y la medicién

Se considera el caso comin de medidas ruidosas de un sensor.
Existen muchas fuentes de ruido en las mediciones. Por
ejemplo cada tipo de sensor tiene sus limitaciones
fundamentales relacionadas con el medio fisico asociado, por
esta razén las sefiales se ven degradadas. Ademds alguna
cantidad de ruido eléctrico aleatorio es sumado a la sefial a
través del sensor y los circuitos eléctricos. La continua
variacién de la relacién de la sefial pura con relacién al ruido
afecta continuamente la cantidad y la calidad de 1la
informacién. El resultado es que la informacién obtenida
desde cualquier sensor debe ser calificada como parte de una
secuencia de estimantes, y medidas analiticas modeladas que
comunmente involucran medidas de ruido y de incertidumbre
[11].

Existe el problema adicional de que el modelo de
transformacion de estados real sea completamente
desconocido. Mientras se puedan hacer predicciones sobre
intervalos relativamente cortos, usando modelos basados en
transformadas de estados recientes, que no es siempre el caso
[2], el resultado es que igual que la informacién del sensor, las
estimaciones del estado deben ser calificadas como
mediciones para combinacién con otras medidas en una
secuencia global de estimacion. Ademds, los modelos del
proceso tipicamente incorporan algunas nociones de
movimiento aleatorio o incertidumbre [10].

III. E1 FILTRO DE KALMAN

El filtro de Kalman es esencialmente una serie de ecuaciones
matemadticas que implementan un estimador tipo predictor —
corrector que es 6ptimo en el sentido que minimiza el error
estimado de la covarianza, cuando algunas condiciones son
dadas. Desde el momento de su introduccién, el filtro de
Kalman ha sido sujeto de investigacién auténoma o asistida.
Esto es debido a que en gran parte de los avances en la
computacién digital se ha trabajado se ha trabajo para hacer
el filtro practico, pero relativamente simple y robusto. Aunque
no siempre se presentan todas las condiciones dptimas para el
funcionamiento del filtro, éste se desempefia bien en Ia
mayoria de situaciones [10][12][13][14][18][22].

A. El filtro de Kalman Discreto
En esta seccién se describe el filtro en su formulacién original

(Kalman 1960) donde las mediciones ocurren y el estado es
estimado en puntos discretos en el tiempo [17][19].

1. El proceso a ser estimado

269

El filtro de Kalman apunta al problema general de tratar de
estimar el estado x € R™ de un proceso controlado en tiempo
discreto que es gobernado por una ecuacién en diferencias
lineal estocdstica.

Xk = Axk_l + Bl'lk + Wk—l (13)
Con una medicién z € R™ que es:
Zk :ka+Vk (14)

Las variables aleatorias W, y V,, representan respectivamente
el ruido del proceso y de la medicién. Se asumen que son
independientes una de la otra, blancas y con distribucion
normal de probabilidad.

p(W) ~N(0,Q) 5)

p(V) ~ N(0,R) (16)

En la practica la covarianza del ruido del proceso Q y la
covarianza del ruido de la medicién R son matrices que
pueden cambiar con cada paso en el tiempo o medicién, sin
embargo se asumen que son constantes.

La matriz A de nxn en la ecuacién en diferentes relaciona el
estado en el paso anterior k-1 con el estado actual, en ausencia
de funcién de conduccién o ruido del proceso. Nétese que en
la practica A puede cambiar con cada paso del tiempo, pero
aqui se asume constante. La matriz B de nx/ se relaciona con
la entrada opcional de control p € R™ al estado x. La matriz H
de mxm en la ecuacion en diferencia de la medicidn, relaciona
el estado con la medicién. En la préctica la matriz H puede
cambiar con cada paso del tiempo, pero aqui se asume
constante.

2. Los origenes computacionales del filtro

Se define £, € R™ como el estado estimado a priori en el paso
k dado el conocimiento del paso previo del proceso, y X, € R"
va a ser el estado estimado a posteriori dada la medicién z;.
Se puede definir los errores de estimacién a priori y a
posteriori como:

a7)

e = X — % (18)
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La covarianza del error a priori es entonces

P =Elece;'] 19)
Y la covarianza del error a posteriori

En las posteriores ecuaciones de Kalman, se inicia con el
objetivo de encontrar una ecuacién que computa una
estimacion de estado a posteriori X, como una combinacién
lineal de un estimado a priori £, y una diferencia ponderada
entre una medida real z;, y una prediccién de esta medida HX,,
como se muestra en la siguiente ecuacion [8][10][12].

2y

La diferencia (z;, — HX}) en la ecuacién anterior es llamada
la innovacion de la medida o el residuo. El residuo refleja la
discrepancia entre la medida predicha HX; y la medida real
Zx. Un residuo de cero significa que ambos estdn en completa
concordancia.

La matriz k de nxm en la ecuacién es elegida para ser la
ganancia o factor que minimiza la covarianza del error a
posteriori. Esta minimizacién puede ser lograda sustituyendo
una ecuacion en la otra y despejando, tomando la derivada de
la expresion con respecto a k y posteriormente igualando a 0
[81[10][12].

K, = P;HT(HP;HT + R)™! (22)

P, HT

(23)
K =—r—
HP_HT +R

Mirando la ecuacién anterior se observa que mientras la
covarianza del error de medicién R se aproxima a cero, la
ganancia K agrega peso al residuo mds pronunciadamente,
especificamente se observa[7][8][10]:
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lim K,, = H™! (24)

Rp—0

B. Los origenes probabilisticos del filtro

La justificacién del filtro estd arraigada en la probabilidad del
estimado a priori X, condicionado en todas las mediciones
anteriores z, (regla de Baye). Por ahora el tépico mais
importante es que el filtro de Kalman mantiene los dos
momentos de distribucién de estados.

Elx] = % (25)

E[(x, —%,)(x, — 2)7] = Py, (26)

El estado estimado a posteriori refleja la media (primer
momento) de la distribucién de estado, siempre y cuando se
cumpla

p(W) ~N(0,Q) 27)

p(V) ~N(0,R) (28)

La covarianza del error de estimacién a posteriori refleja la
varianza de la distribucién de estado [5].

p(xy|zi) ~ N(E[x, ], E[(x) — £3) (2, — £,)7]) (29)

C. Algoritmo del filtro de Kalman discreto

El filtro de Kalman estima un proceso usando una forma de
realimentacion y control: el filtro estima el estado del proceso
en un tiempo y después obtiene la realimentacién en forma de
mediciones (ruidosas). Las ecuaciones del filtro de Kalman
caen en dos grupos: ecuaciones de actualizacion de tiempo y
ecuaciones de actualizacion de mediciones. Las ecuaciones de
medicién el tiempo son responsables de proyectar hacia
adelante (en el tiempo) el estado actual y estimaciones de
error y covarianza para obtener los estimados a priori del
siguiente paso en el tiempo. Las ecuaciones de actualizacién
de medida pueden ser vistas como ecuaciones correctoras. De
hecho el algoritmo final de estimacion retne los algoritmos de
prediccién-correccion para la resolucién de problemas
numéricos (figura 1) [15] [21].
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Actualizacidn de Actualizacidn de
Tiempao Medidas

[predecir) (corregir)

Figura 1. Funcionamiento del filtro de Kalman.

Las ecuaciones especificas para actualizacién de tiempo y
medida son presentadas en las tablas 1y 2.

X, = A%y + By
P, =AP,_ AT +Q
Tabla 1. Ecuaciones de actualizacién de tiempo del filtro de Kalman
discreto.

De nuevo nétese como la actualizacion de tiempo en la tabla 1
proyecta el estado y la covarianza estimados adelante en el
tiempo del paso k-1 al paso k. A y B son matrices del modelo
de estados mientras que Q es la varianza del ruido del proceso
[81[91[13].

K, =P HT(HP HT + R)™!
£, = 27 + Ky (2, — H%})
Py = (I = Ky H)P
Tabla 2. Ecuaciones de actualizaciéon de mediciones del filtro de

Kalman discreto.

Y por dltimo para la siguiente iteraciéon debemos hacer una
reasignacién de las variables, como se muestra en la tabla 3.

X = Xk
P =Py
Tabla 3. Ecuaciones de reasignacién de variables.

La primera tarea durante la actualizacién de medidas es el
célculo de la ganancia de Kalman, K, . El siguiente paso es
medir el proceso para obtener z,, y después generar un
estimado del estado a posteriori incorporado a la medicién. El
paso final es la obtencién de una covarianza de error estimada
a posteriori.

Después de cada par de actualizaciones de tiempo Yy
mediciones, el proceso es repetido con el estimado previo a
posteriori usado para proyectar o predecir el nuevo estimado a
priori. Esta naturaleza recursiva es una de las buenas
cualidades del filtro de Kalman, lo que hace practicas muchas
implementaciones. El filtro de Kalman a pesar de sus
condiciones recursivas basa su estimado actual en todas las
mediciones pasadas. La figura 2 ofrece un esquema completo
de la operacion del filtro [13][14][24]
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Actualizacidn de Tiempo (predecir] Actualizacion de Medidas
(corregir)
1. Proyectar el estado hacia

delante 1. Calcular la ganancia de

Halman
= AR, + By
Kp =Py HY(HPEHT + R
2. Proyectar lo coverianza del

error hacia delante 2. Actualizar el estimado con

la medicidn z,
P = AP AT+ Q
£y = &+ K2 — HEY)

3. Actualizar la covarianza
del error

Py = (I — K HIP;

e )

Figura 2. Esquema completo de la operacién del

Filtro de Kalman.

Siendo Py, el estimado de la covarianza del error a priori y Ry
la covarianza del error medio.

D. Simulacién

En esta seccion se presentan simulaciones del filtro de
Kalman, utilizado como estimador sobre un sistema hipotético
de segundo orden, este sistema es definido mediante el
modelo de espacio de estados, ademds se inserta ruido
aleatorio a la sefial de entrada del estimador, utilizandolo
también como filtro. Se observan los resultados en las figuras
4y 5y se muestra el cddigo a continuacion, desarrollado en el
software de simulacion MatLab © [24].
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1 %%Estimaci16n utilizando el Filtro de Kalman
3 close all

4 clear all

Scle

7 %Definicion de parametros del sistema

9 wn=10;

11 Hs=tf{] 1 2],[1 2 wn"2])

12 h=0.1/sqrt(wmn);

13 Hz=c2d(Hs.h)

15 [A.B.C D]=tf2ss(Hz numfl g.Hz denflg)
17 %% Ecuaciones del filtro

19 uk=1; % Funcion de escalén

20 Xem1=[0:0]:

21 Pkml=le6;

22 Q=0.5;

23 R=0.5;

24 Y=step(Hs,10)

25 Yest=zeros(1,200)

27 for k=1:200

29 Ys(k)=Y (k)+0.1*(0.2-rand);

31 % Actualizacion de tiempo

33 Kem=A*Xeml+B*uk;

34 Pkm=A*Pkm1*A+Q;

36 % Actualizacién de mediciones

38 Ek=(Pkm*C")/(C*Pkm*C'+R);
39 Ke=XemrtKk*(Ys(k) JC*Xem):
40 Pk=(eye(2) CEk*C)*Pkm;

42 % Generacion de valores iniciales para._ el siguiente paso
44 Xeml=Xem:

45 Pkm1=Pk;

46 Yest(k)=C*Xe;

48 end

50 figure(1)
51 hold on

52 plot(Y)
33 plot(Ys.'z")
54 plot(Yest.t)

Figura 3. Cédigo del algoritmo de Kalman en Matlab

En la figura 3, la sefial azul corresponde a la sefial de salida
real, la verde es la sefial con ruido aleatorio y la roja es la
sefial de salida estimada y filtrada, en la cual se puede
observar la actuacién del filtro pues se nota claramente como
el algoritmo es capaz de recuperar la sefial a pesar de la fuerte
perturbacién existente ademds en la figura 4 en la cual se
superponen las 3 sefiales se puede notar el desfase entre la
sefial real y la sefial filtrada, debido a que el algoritmo
necesita de una muestra para poder ser ejecutado.
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Figura 4: Sefial de salida, sefial con ruido y sefial estimada de forma
individual.
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Figura 5. Sefial de salida, sefial con ruido y sefial estimada en el
mismo grafico.

IV. CONCLUSIONES

e El filtro de Kalman es una aplicaciéon 6ptima para la
eliminacién del ruido ya que elimina selectivamente las
sefiales indeseadas y permite acceder directamente a la
informacién que se encuentra en la sefial. Esto lo logra
basdndose en descripciones probabilisticas y utilizando los
modelos de espacio de estados, llegando asi a la
eliminacién de perturbaciones que superen inclusive la
magnitud de la sefial de interés.

e Con el filtro de Kalman se puede conocer los estimados
con la actualizacion de cada muestra a través del tiempo,
lo que permite saber el comportamiento especifico del
sistema en cada muestra, es decir, notando cambios
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muestra tras muestra, y no como un promedio de estas
como sucede con otra clase de métodos.

e El algoritmo de Kalman es una excelente herramienta
matemadtica ya que consta de una etapa de prediccién
seguida de una etapa de correccién aplicada al proceso, lo
que permite no solo estimar sino filtrar de manera éptima
la sefial.

e Como se puede observar en la figura 5 se presenta un
desfase de una muestra entre la sefial real y la sefial
estimada y filtrada, esto es debido basicamente a que la
computacién de los datos requiere un tiempo de muestreo
para arrojar los resultados.
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