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Resumen— En el presente trabajo se expone la obtencidn
del modelo de un sistema de transmision de variacion
continua compuesto por dos mecanismos planos: un
mecanismo de cuatro barras en su configuracion de manivela-
balancin y un mecanismo de manivela-biela-corredera y su
simulacion dindmica. Dichos mecanismos son los subsistemas
de entrada y salida respectivamente del sistema. Con el
proposito de llevar a cabo la simulacion dindmica, se
desarrolla el modelo cinematico de ambos subsistemas para
luego utilizarlos en el método de Euler-Lagrange para la
obtencion del modelo dindmico del sistema completo. Se
presentan los resultados de las simulaciones numéricas y una
discusion del comportamiento obtenido del modelo dinamico
se lleva a cabo, para comprobar que la transmision cumple las
condiciones de trabajo necesarias para ser clasificada como
un sistema de transmisién continua. Con este modelo, se
desarrollara el disefio paramétrico para este tipo de sistemas,
donde se integra tanto la estructura mecanica como el
algoritmo de control para obtener un sistema mecatrénico.

Palabras clave— Mecanismo de cuatro barras, mecanismo
manivela-biela-corredera. modelo dindmico, TVC.

Abstract— This work presents a dynamic simulation of a
Continuously Variable Transmission built-in with two planar
mechanisms: a four-bar mechanism in the crank-rocker
configuration and a crank-slider mechanism. Such
mechanisms are the input and output subsystems of the
system, respectively. In order to carry out dynamic
simulation, the kinematic model of both subsystems is
developed. Then, the method of Euler-Lagrange is used to
obtain the whole dynamic model. Results of numerical
simulations are presented, as well as a discussion about the
CVT behavior obtained from the dynamic model in order to
verify that the transmission fulfills the necessary conditions of
the continuous variable transmission systems, is performed.
This model will be used to develop the parametric design for
this class of systems, when mechanical elements and control
algorithms are integrated to obtain a mechatronics system.

Key Word — Crank-slider mechanism, dynamic model, four-
bar mechanism, kinematic model, CVT.
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I.  INTRODUCCION

Actualmente los sistemas en ingenieria son cada vez mas
complejos en cuanto a su funcionamiento y funcionalidad, por lo
que una de las areas de interés para su disefio es aquella que
pertenece a la Ingenieria Mecatrénica. En dicho marco de
referencia, un sistema es considerado como un subconjunto de
sistemas los cuales interactian para producir el mejor
funcionamiento posible del sistema global, por lo que en la etapa
de concepcidn y disefio del mismo se deben considerar en forma
concurrente,  aspectos cinematicos y dindmicos asi como
funciones de desempefio y restricciones para la obtencion de
funcionamiento Optimos. Por lo tanto, es necesario desarrollar
los modelos cinemético y dindmico para el sistema en cuestion,
los cuales permitan mediante simulacion numérica su validacion
para su posterior uso en métodos de disefio tales como: CAD,
disefio paramétrico, disefio robusto o disefio de concurrente, por
mencionar algunos.

Una transmision de variacion continua (TVC), es aquella en la
que la relacion de transmision puede cambiar gradualmente, es
decir; en incrementos infinitesimales o con una resolucion
infinitesimal sobre un rango establecido [1].

La ventaja que ofrece este tipo de transmisiones sobre la manual
y la automatica es primordialmente la de tener un
comportamiento suave en su funcionamiento, al no existir
“escalones” cuando se varia la relacién de transmision.
Adicionalmente, se mejora el rendimiento en la transferencia de
potencia entre la entrada y la salida del sistema, esta
caracteristica también contribuye a disminuir la fatiga a la que se
someten los diferentes elementos mecanicos que la componen,
alargando la vida atil de la transmision.

Existen diferentes tipos de TVC’s de acuerdo a las
configuraciones de los elementos mecanicos que las integran,
por lo que los investigadores dirigen sus esfuerzos al estudio
particular de las de su interés. En Carbone et al. [2] se presenta
un estudio experimental detallado de la dindmica de una TVC
del tipo polea y banda en V (V-Belt CVT) comparado contra
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datos experimentales. Los resultados de dicho estudio son
de suma importancia para el disefio de sistemas avanzados
de control, para mejorar la eficiencia de la TVC, asi como
para mejorar la capacidad de conduccion de vehiculos
automotores y su economia de combustible. En [3], un
estado del arte de la investigacion acerca del modelado
dindmico y control de las TVC’s de friccion se lleva a
cabo. Conceptos bésicos, modelos y esquemas de célculo
numérico son ampliamente discutidos en dicho trabajo.
Finalmente, los retos y temas para futuras investigaciones
sobre el modelado y control de este tipo de sistemas son
discutidos en este trabajo.

En el presente trabajo se desarrolla el modelo dindmico de
una TVC compuesto por dos mecanismos planos: un
mecanismo de cuatro barras en su configuracion de
manivela-balancin y un mecanismo de manivela-biela-
corredera. Con el propdsito de llevar a cabo la simulacién
dindmica se desarrolla el modelo cinemético de ambos
subsistemas. Con este modelo dinamico, se pretende
desarrollar el disefio paramétrico para este tipo de sistemas
donde se integra tanto los componentes mecanico como el
algoritmo de control para obtener un sistema mecatrénico.

La organizacion del presente trabajo es la siguiente: la
seccion 2 describe los componentes mecéanicos de la TVC
asi como el funcionamiento de la misma. La seccion 3
contiene el desarrollo del modelo matemético, analizando
los comportamientos cinematico y dindmico de la TVC. La
seccion 4 presenta las simulaciones numéricas del modelo
propuesto para la TVC. La seccion 5 presenta conclusiones
a partir de los resultados obtenidos y sugiere trabajos
posteriores de investigacion.

Il. DESCRIPCION DEL SISTEMA

Como se ha mencionado previamente, el sistema esta
integrado por dos mecanismo planos: un mecanismo de
cuatro barras en su configuracion de manivela-balancin
(MB) en la entrada y un mecanismo de manivela-biela-
corredera (MBC) en la salida del sistema, como se puede
observar en la Fig. 1.

En la TVC, el motor de entrada del sistema se acopla a la
manivela del mecanismo MB, el cual transmite energia por
medio de su balancin al elemento mecénico denominado
manivela del subsistema MBC. Es importante mencionar
que este par de elementos se integran como un elemento
compuesto el cual esta restringido mecanicamente a tener
la misma velocidad angular con respecto al eje C. Sin
embargo, el balancin del MB tiene una longitud constante y
la manivela tiene una longitud variable la cual permite que
el mecanismo completo tenga la caracteristica funcional de
una transmision de variacion continua.

Figura 1. Modelo esquematico de la TVC.
I1l. MODELADO MATEMATICO

Con el proposito de obtener el modelo dindmico de la TVC, es
necesario llevar a cabo el andlisis cinematico de la misma para
obtener las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange.

I11.1 Analisis cinematico

Debido a la composicion mecénica de la TVC, el analisis
cinematico se puede realizar por separado para cada mecanismo.
La Fig. 2, muestra los mecanismos de la TVC. Es preciso
mencionar que se han llevado a cabo una gran cantidad de
andlisis cinematicos para ambos mecanismos [4], por lo que en
el presente trabajo se expondran los aspectos mas relevantes de
dichos analisis. Por otro lado, en [5] se lleva a cabo un analisis
dindmico de un mecanismo de cuatro barras, trabajo en el cual
se basa el andlisis dindmico de la TVC.

111.1.1 Analisis del mecanismo MB

Para el mecanismo MB de la Fig. 2, sea la ecuacion de cierre de
circuito:

r+ra=ra2+rs 1)
Utilizando notacién polar para (1), la ecuacién de cierre de
circuito se escribe como:
16, 19y _ i, io.
re™ +re™ =re" +re™ )

De donde se obtiene la ecuacion de Freudenstein para
determinar el angulo 63, como sigue:

Acos6, +Bsenf, +C =0 3)
donde:

A=2r,(r,cos6, —r,coséb,)

B =2r,(r,send, —r;send,) (4)

2 2 2 2
C=r"+r, +r, -1, -21r,Cc08(6, - 6,)
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Figura 2. Mecanismos de la TVC.

Considerando que 6; es constante y que el angulo 6, es
conocido (es el desplazamiento angular de entrada), la
expresion para 6; en funcion de A, B, C y 6, se obtiene
expresando senf3 y cosf; en términos de Tan (65/2), como
sigue:

2 tan(&) 1-tan’ (&)
senf,=——2 | cos6, =—92 ()
1+tan?(=2 1+tan?(=2
(2) (2)
Por lo tanto:
—B++B*+A*-C?
0,=2tan" ¢ (6)

C-A

Se realiza un procedimiento similar para obtener 6,4, por lo
que la ecuacion de Freudenstein para este caso es:

Dcos6, + Esend, + F =0 ©)
donde:
D = 2r,(r,cosé, —r, cosé,)
E =2r,(r,sen6, —r,send,) (8)

F=r’+r/+r’—r7-2rr,cos(6,-0,)

Finalmente:
4| ~E+VD?*+E?-F?
0, =2tan™" 9)
F-D
Las ecuaciones (6) y (9) deben tomar el signo del radical de
acuerdo a la configuracion del mecanismo de cuatro barras,
en este caso los signos de los radicales son (+V) y (-V)

respectivamente, debido a que es una configuracion abierta
la utilizada en este trabajo.

Una vez determinadas las posiciones del mecanismo en
cuestion, las velocidades del mismo se obtienen de la

derivacién respecto del tiempo de (2), por lo que llevando a cabo
dicha operacion matematica, se obtiene lo siguiente:

jr0,e" = jr,0,e"% + jr,0,e’™ (10)
Utilizando la formula de Euler, separando la parte real e

imaginaria de la ecuacion y expresando ambas partes en forma
matricial, se obtiene que:

rsend, -rsend, | 6,| [-rsenod, 6.
—r,cos0, r,c086, ||6,| |r,c086, |
A partir de las soluciones de (11), se establece las relaciones
matematicas de las velocidades angulares del mecanismo como

sigue:
) 5,0,,6,,60,) | .
0‘3 :|: 1( 2173 4):|02 (12)
94 82(02193’94)

donde:

81(02,03164) — 803 _ I’zsen(94 _02)
00, rsen(6,-6,)

82(92,03’04) — 804 _ I’zsen(gs _02)
06, rsen(6,-6,)

(13)

111.1.2 Analisis del mecanismo de MBC

Para el mecanismo de MBC de la Fig. 2, sea la ecuacion de
cierre de circuito:

hL+6=1+1 (14)
En notacidn polar (14) se puede escribir como:
e +re” =re +re (15)

Utilizando la formula de Euler, separando la parte real e
imaginaria de la ecuacion y considerando que 6=0 y 6,=1/2, se
obtiene que:

I, =r,C0S6, + I, Ccosb,

(16)
I, =r,send, + r,seno,

Finalmente las ecuaciones de posicion en funcion del angulo de
entrada (6,) del mecanismo en cuestion se definen como:

I, =r,C0S6, + I, Ccos b, (17)
. | L —r.send
0, =sin {#} (18)
r5

Para obtener las ecuaciones de las velocidades de los elementos
del mecanismo, se deriva (15) respecto del tiempo, considerando
que 05 y 67 son constantes se obtiene que:
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T PN WL
re' = jr.0,e™ + jr.o,e’™ (19)
Utilizando la formula de Euler, separando la parte real e
imaginaria de la ecuacion y expresando ambas partes en
forma matricial, se obtiene que:

—r,send, -1 6 rsend, | .
5 5 ‘5 — 4 04 (20)
r,cosf, 0 || —I, cos 0,

Resolviendo (20) se obtienen las velocidades del

mecanismo MBC:
6, {83(92,93,94,95)}9
fﬁ 84(02193194’95) ’

$,(0,,04,0,,0,) = 205 — 120080, ;sen(6, =0,)
00,  r,cos; rsen(6,—0,)
ory _ rsen(6; -0,) r,sen(6, —06,)

(21)

dénde:

84(92’93’04’95):

00, cos o, r,sen(6, —6,)
(22)

111.1.3 Velocidad de los centros de masa
Como se ha mencionado previamente, la TVC esta

compuesta por dos mecanismo planos, lo cuales tienen
elementos mecénicos de momento de inercia constante.
Para dichos elementos se definen las expresiones
matematicas para sus respectivos centros de masa como
sigue:

v, =267 (23)
v = 207 + 1202 + 21,1, cos(6, — 6,)6,0, (24)

vZ, = 1507 (25)
= 1207 + 1262 +2r.r cos(6, —6;)0,0; (26)
UC = r6 (27)

111.2 Anélisis dindmico

Debido a que todos los elementos mecéanicos de la TVC
son considerados cuerpos rigidos, los efectos de la energia
potencial gravitatoria no se toman en cuenta en el analisis
dindmico, solo la energia cinética es considerada [6]. Es
decir, el Lagrangiano del sistema estd Unicamente
relacionado con la energia cinética del mismo, L=K .
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Por otro lado, se puede concluir del analisis cinematico que la
TVC es un sistema mecanico de un grado de libertad, por lo que
0, es utilizada como la coordenada generalizada para el sistema,
por lo tanto la ecuacion de movimiento esta dada por:

dfa )
dt | 06,

Donde la energia cinética del sistema se define como:

oL

— = 28
892 Text ( )

1 . 1 .
K =E(mzuf2 + |29;)+§(mgu§3 +1,67)
(29)
1 )2 1 2 )2 2
+§ 1.,6, +E(m5005 +1.6; )+§mcuC
Sustituyendo (12), (21) y (23) a (27) en (29), se obtiene que el
Lagrangiano del sistema esta definido por:

L=[J,+J,57+J,S7+J,S?

2 )2 (30)
+J.S, +RCS, + P,C,S,S, 16,
donde:
J, = 1(mzr +1,+m,r
2
1
J,= E(m3r63+l)
1
J3=E(IO4+m )
1
J4:E(m5rc25+|5)
1
J:=—m 31
5 =5 M (31)
P =m,r,r,
C,(6,,6,)=cos(6,-6,)
P, =mrrs

C,(6,,6;)=cos(6,—6,)

Calculando las derivadas indicadas en (28) y utilizando las
relaciones cinematicas obtenidas para el mecanismo, se tiene
que:

L om0,

32
26, (32)

Asi mismo:
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d( oL
2 0+22JS +2J,S
dt[wj A, +2[20,5,A +23,5,A,

+2J,5,A,+2J.S,A,
+P(C,A+SA)+

+P,(C{S,A +S,A}+S,S,A)]6;
+2S2r. (M + m,)1.0,

(33)
finalmente:
oL
5, — =[2J,5,A +2J,5,A, +2J,S.A,
+2J.S5,A, +P(C,A +SA) (34)
+P,(C{S, A + S;A}+S,5,A)162
dénde:

A =3,+3,82+3,87+J,S?
+J,S.+PC,S, +PC,S,S,

A:ﬁ—i_slﬁ'i_szﬁ

06, ‘o6, 206,
p g8 o 3,

50 50 6’9

35

RO O .

50 59 69 00
R - )

00, ‘oo, o6, oo,
a g

20, a6,
a5, G5 0

00, o6,

Por lo que la ecuacion de movimiento de la TVC se define
como sigue:
2A0, +[23,5,A +2J,S,A,
+2J,S,A,+2J3.S,A,
+P(C,A+SA)+
+P,(CAS, A, + ;A3 +S,5,A)16;
+287r,(M +my)i6, =7,

(36)
En forma compacta:

M (6,)6,+V (6,.6,)=1, (37)

Donde las derivadas parciales se definen mediante,
s, _ N cos(6, -6,)
20,  rsen(6,-0,)
s, _ r,sen(6, —6,)cos(6,-0,)
00, r,sen’ (6, -6,)

a8, _ r,sen (6, —6,)

00, rsen’(6,-6,)

s,  rcos(6,-6,)

00,  rsen(6,-6,)

as, _ r,sen(6,-0,)

06, rsen’(6,-6,)

8S, rsen(6,—6,)cos(6;-6,)
00, r,sen’(6,-0,)

&S, r,cos6, r,cos(6,-0,)

00, r,cos0; rsen(0,-0,)

S, r.cosé, rsen(6,-6,)

00,  rycos6; rsen’(6,-6,)

38, rsen(6;-6,)r, coso,

20,  r,cosd; r,sen’(6,-6,)

S, 1,086, r,sen(6; 6, ) send;

00, r,sen(6, —6,)cos’ o,
s, _ rsen(6;,-6,)r,cos(6;,-6,)
06, cos, r,sen(6, —6,)

aS, rsen(6;—6,)r,sen(6,-6,)
00, cosé,r, sen’(6,-6,)
8S, r.rsen(0,—6,)sen(6; —0;)
80,  r,cosb,sen’(6,-6,)
8S, _rnsen(0,—0,)coso,

00,  r,cos’O,sen(6,-6,)

oc,
T _sen(6, -6

20, sen(6,—0;)

oC

6_931 =sen(6,-06;) (38)
oC

2 =—sen(6,-0,)

4

C. _ sen(6,—6;)

5
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V. SIMULACIONES NUMERICAS

La ecuacién de movimiento (37) de la TVC expresada en
funcion de las variables de estadoX, =0, ,X, =0,se
escribe como:

X =X
T92 _V(Xi’xz)
M (%)

La Fig. 3 muestra el perfil de velocidad de la corredera del
mecanismo MBC de acuerdo a lo establecido en (21)para
diferentes valores de la manivela, como se puede observar,
la velocidad de la corredera varia en forma directamente

proporcional al valor de I, por lo que incrementos

infinitesimales de dicho pardmetro dan como consecuencia
incrementos proporcionales en la velocidad de la corredera.
Lo anterior, demuestra que el funcionamiento del
mecanismo propuesto cumple lo establecido, para que se
considere dentro de la clasificacion de transmision de
variacion continua.

. (39)
X, =

05 T
2 4 * 3

Welocidad de la corredera [nvs]
=

05 | i I i | \ \ I
0 l J 3 4 § 6 7 § 9 ]
i

Figura 3. Perfil de la velocidad lineal de la corredera de la TVC.

V. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se desarrollé el modelo dindmico de
una transmision de variacion continua. Se llevaron a cabo
los andlisis cinematico y dindmico considerando el método
energético de Euler-Lagrange. Los resultados obtenidos en
simulacién numérica presentan un comportamiento
esperado del mecanismo, al observarse una variacion de la
velocidad lineal de salida de la TVC para diferentes valores
de la manivela del mecanismo de salida.

Como se ha mencionado previamente, la necesidad de
disefiar sistemas dentro del marco de la Ingenieria
Mecatronica los cuales permitan flexibilidad de
reconfiguracion desde el punto de vista estructural asi

como de control, obliga a tener una descripcion completa del
sistema la cual contenga aspectos estructurales asi como
causales.

El trabajo desarrollado para la TVC, pretende ser parte de una
metodologia de disefio paramétrico de sistemas mecatrénicos
que considere simultaneamente el disefio de los componentes
mecanicos como el algoritmo de control para obtener un sistema
mecatrdnico.
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