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Resumen— En este articulo se presenta un estudio analitico de la
existencia de puntos fijos y 2-ciclos para un sistema dinamico
asociado a una familia cuadratica a tramos con tres parametros de
bifurcacion. Se realiza un analisis de la estabilidad de los puntos
fijos hallados teniendo en cuenta el criterio de la derivada y
calculando sus respectivas cuencas de atraccién. Se demuestra que
al variar cierto parametro en un intervalo real, uno de los puntos
fijos posee una cuenca de atraccién que consta de un intervalo
acotado semi-abierto, mientras que para otros valores del
parametro, su cuenca de atraccion esta formada por una cantidad
enumerable de intervalos cerrados y acotados, cuya longitud
tiende a cero. Se hace un estudio detallado de la segunda iteracion
de la funcién y se demuestra que bajo estas condiciones de los
parametros no existen 2-ciclos. Mediante simulacion numérica del
sistema, se obtienen ilustraciones de los respectivos diagramas de
bifurcacion y cuencas de atraccién, los cuales coinciden bastante
bien con resultados obtenidos analiticamente.

Palabras clave— Bifurcacion, estabilidad, punto fijo, sistemas
dinamicos.

Abstract— In this article we study the existence of fixed points
and 2-cycles for a dynamical system associated to a piecewise
quadratic family with three parameters of bifurcation. We
obtain the fixed points of the system and include an analytical
study of their stability, via derivative’s criteria. A computing of
the basins of attraction is also presented. When varying one of
the parameters in a real interval, one of the fixed point has a
basin of attraction consisting of a semi-bounded interval, while in
other conditions, also considered, its basin of attraction consists
of a countable number of closed and bounded intervals, whose
length tends to zero. A detailed study of the second iteration of
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the function shows that under these conditions of the parameters
there are not 2-cycles. By numerical simulation of the system,
illustrations of the respective bifurcation diagrams and basins of
attraction are obtained. A good match with the analytical results
is achieved.

Key Word — Bifurcation, stability, fixed point, dynamical
systems.

L. INTRODUCCION

Los sistemas dindmicos suaves a trozos (PWS) han sido
estudiados ampliamente en los ultimos afios, debido a la
diversidad de fendmenos gobernados por este tipo de sistemas
[1]. Estos sistemas estdn caracterizados porque el espacio de
estados queda particionado en conjuntos S; € R™ con interior
no vacio y en cada §; se tiene un flujo suave de la forma
x = f(x, ). La descripcién de la dindmica de un PWS no es
sencilla debido a la discontinuidad de los flujos en cada una
de las fronteras dS; y por lo tanto no se pueden aplicar las
técnicas usuales de sistemas suaves. Como ejemplos de
sistemas PWS podemos mencionar, entre otros, los
convertidores de potencia donde la dindmica cambia segin la
accion de conmutaciéon [2], [3], [4], osciladores de impacto
[5], [1] (mds generalmente los sistemas con impacto [6]).

Fendémenos complejos como adicién de periodo y coexistencia
de atractores se presentan en sistemas simples

189



190

unidimensionales lineales a tramos como por ejemplo en [7]
donde se estudia el modelo x,,; = f(x,, a, b, 1), siendo

_(ax, +psix, <0
f(xp,a,b,1, 1) _{bxn-i-p six, >0

En [8] se estudia el sistema dado por

filxy) =ax, +pusi x, <0

s {fr(xn) =Bxp +utly si x, >0 @
siendo @ un pardmetro de bifurcacion y [; el salto de la
discontinuidad. En dicho articulo se estudia la aplicacién (1)
pra0d <p <1, <—-1yl; <0y sereportd, ademas de los
fendmenos de [7], cascadas de atractores periddicos
organizados en incremento de periodo y secuencias de adicion
de periodo al variar un pardmetro del sistema.

En este articulo estudiamos la dindmica de un sistema PWS
con tres pardmetros de bifurcacién que estd asociado a una
familia cuadrética a tramos con el objetivo de caracterizar los
puntos fijos y determinar su estabilidad al variar los
pardmetros en ciertos intervalos.

1I. ESTUDIO ANALITICO DEL SISTEMA
DINAMICO
A. Modelo Matemadtico

Consideramos el sistema dindmico discreto representado en
Fig. 1. dado por

2 .
axf+ b, six, <0
= = 2
Fnia = f ) {cxrzl +d, six, >0 @
realizando la siguiente escogencia :
a<0,b=i,c>0yd<0 A3)

B. Puntos Fijos

Dentro de las posibles Orbitas que pueda tener un sistema
dindmico discreto, las correspondientes a los puntos fijos son
las mds simples y a su vez una de las mds importantes.
Empezamos entonces calculando los puntos fijos del sistema
(2) y analizando su respectiva estabilidad.

Proposicién 2.2.1: Para los valores de los pardmetros en (3) se
tiene que el sistema (2) cuenta con dos puntos fijos. (Ver
Fig.1)

Eje X
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Fig.1. Bosquejo de la funcién f(x)
En efecto, consideremos los siguientes casos:

Caso 1: Si x < 0, los puntos fijos estarian determinados por
las soluciones de

axz—x+i=0 “4)

a saber, x, = i y en consecuencia existe un punto fijo

= (5)

Caso 2: Six > 0, los puntos fijos son las soluciones de
cx?—x+d=0 5)

Estas soluciones estdn dadas por

1-/(1—4cd) 1+VI—4cd
= X =—— (6)

Dadoqued <0 y ¢ >0, setiene de (6) que x; < 0y asi
el tnico punto fijo en este caso es P, = (x5, x5).

C. Estabilidad de los Puntos Fijos

Es conocido que un punto fijo Pes atractor si dada una
condicion inicial cercana al punto fijo, el sistema evolucionara
hacia dicho punto y que al conjunto de condiciones iniciales
cuyas iteraciones tienden al punto fijo se le llama cuenca de
atraccion (B,). Es alli donde radica la importancia de
determinar las cuencas de atraccion de los puntos fijos.

Para nuestro sistema, empezamos notando que la cuenca de
atracciéon de P, es vacia. En efecto, |f'(x,)| =1+

V1 —4cd > 1y por el criterio de la derivada se concluye que
el punto fijo P, es repulsor y su cuenca o base de atraccién
Bp,, es vacia.

Con respecto a P; tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.3.1: El punto fijo P; es atractor a derecha y
repulsor a izquierda.

Para demostrar el teorema, veamos primero los siguientes
resultados:

Proposiciéon 2.3.2: Sid > T la cuenca de atraccién Bpl esta
a

1 . .
dada por Bp, = [Z’ xz), lo cual se ilustra en Fig.2(a).
Para ver esto, consideramos los siguientes casos:

oSix < i, se obtiene la sucesion de iteraciones
e < M) < - < ) < f(x) < x.
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En efecto, por induccién sobre n tenemos:

. 1
Para n = 1, si x < f(x), entonces x < ax? + o Luego, se
. 1 .

tiene que ax? —x+az 0. Pero esta desigualdad no es

posible y por lo tanto f(x) < x.

Supongamos que f™(x) < f*1(x) < < fi(x) < f(x) <
x. Como x <0, se tiene que (}‘”_l(x))2 < (f”(x))z.
Veamos que la proposicién es cierta para n + 1. Supongamos
por el contrario que f™(x) < f™"*1(x). Asf, a(f"_l(x))2 +
i < a(f"(x))2 +i y se (f"(x))2 <

(fmt (x))z, lo que contradice la hipétesis de induccién.

sigue que

Asi pues, dado que -+ < f(x) < - < f2(x) < f(x) <x <
1 n 1
22 se concluye que f (x) » o

. Si xe [i,O], tenemos que i <x=<0y
por lo tanto:
1 1 1 -1
— < <0=>—< —
S S0e g sf=g ( )

3

sI<frm<—+(2) O

16a

<a(f(0) <—

Continuando inductivamente como en (7) se tiene que

1 1
—<f"(x) <——¢, dondee -» 0 cuando n — c. Luego,
2a 1 2a

-

2a

] Slxe< ’ ]tenemos

0<x2<—=>2—<d<f(x)<0

> <f(x) <0 (8)
De (8) se sigue que f™(f(x)) - i (n = o) y por lo tanto
fr() = 5= (0= ),

. f—a .
e Sixe ( T,x2>, mostremos que existe n € N

tal que
iSf%@sJ? ©)

Veamos primero que f(x) < x. Supongamos por el contrario
que x < f(x), luego cx?—x+d=0,yasf (x —x)(x —
X,) = 0, lo cual no es posible, ya que estamos considerando

,—d .
0< - < x < x,. Por lo tanto para x en este intervalo, se

tiene que f(x) < x.

Ademds, tenemos que f(x) >0, pues si cx?*+d <0,

tendriamos que x < ’ lo cual es una contradiccién. Si
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(x) < ~% s tiene (9), pues en este caso, Lco< (x) <
c P 2a
f ysi f(x) > f podemos encontrar un n > 2 tal que

se tiene la segunda desigualdad considerada en (9). En efecto,
si no fuera asi, entonces:

=<
c
La sucesion ( f "(x)) es mondtona acotada inferiormente y
existeasi L € Rtalque lim f"(x) =1Ly
n—-oo
/‘C—ds L<<frx)<—<fl)<x<x, (1)
Para € = ’%— L > 0 existe N e N tal que n = N implica

[f*(x) — L|<\/:—L es decir, f"(x)<\/7 De esta

desigualdad se tiene que c(f"(x)) +d<Lyasi ff"(x) <
L, lo cual contradice (11).

S M) << flx) <x < xy (10)

. . ’—d
Concluimos entonces que existe n € N tal que f™(x) < -

Por induccién se puede ver que la primera desigualdad de (9),
es vélida para todo ne N . En particular, para n tal que

f™(x) < \/TTd, se tiene quei < f™(x).

En conclusién, tenemos que existe n € N que satisface (9) y

por lo tanto f™(x) — i

e Si x > x,, por induccién sobre n se demuestra
que
X, <x < fx) <

sfr) <= (12

y de (12) se sigue que f™(x) » i
Se ha d d id>— Bp, = |—
e ha demostrado que si d = . entonces Bp, = [Za,xz).

Proposicién 2.3.3: Si d <

dada por (Fig.2(b)):
o= 5o ](Uﬁﬂgmmﬂ

siendo fm(x3) y fm(x4-)

numeros:
_ 1—2ad _ —d
- 2ac Y Xa = c

frUn()) = x5y fM(fn(x)) = x4

la cuenca de atraccién Bp, estéd

la m-ésima pre-iteraciéon de los

es decir:
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Para ver esto consideramos los siguientes casos:

. 1 .. .

e Six< 7o un procedimiento totalmente andlogo al
1 1

>— n - —.

caso d = — conduce a que f ) ”

. 1 . 1
e Sixe [Z‘O]’ de (7) se sigue que f™(x) - v

1_2:‘1), se tiene f(x) =cx?+d <

e Sixe (0,
i, por lo tanto, por el primer caso, f ”(f (x)) +

1 { £ 1
™ yasi f*(x) » o

} ,1—2ad ’—d } 1
e Sixe [ , —], se tiene que — < cx? +
2ac c 2a

d <0, de donde f*(f(x)) - i yasi f*(x) -
1

2a”

Veamos inductivamente que si x € [fy(x3), fy(x4)], se tiene

1-2ad N i
B ) < [ (13)
Para N = 1, sea x € [fy(x3), fy (x4)]. Luego,
1—2ad d -d d
—————=<x< — -
2ac? c 3 <
de donde
1—2ad< () =cx?+d< —d
2ac fO) = cx 4 c
Supongamos  ahora que (13) es cierta para

x € [fy(x3), fu(x4)] y sea x € [fiy41(x3), fy+1(x4)], es decir,

fv(x3) —d <x< fN(x4)—d
c c
Asi, fy(x3) < f(x) < fy(xy) y por hipétesis de induccidn se
tiene que x3 < fN(f(x)) < xy, 0 bien x5 < fV*(x) < x,.

De (13) se sigue que f"(x) - i

Andlogamente se tiene por induccién que  si
x € (fy_1(xs), fu(x3)), entonces 0 < fV(x) <xzy por lo
tanto f™(x) » i
e Six > x,, por (11) se tiene que f™(x) » i, de

donde se concluye la proposicion 2.3.2.

De la proposicién 2.3.2 y la proposicién 2.3.3 obtenemos el
teorema 2.3.1.
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Ahora bien, en la proposicién 2.3.3 podemos ver que los
intervalos de la cuenca de atracciéon de P; son infinitos,

. . . 1
disyuntos y se encuentran contenidos en el intervalo (2—,x2>,
a

lo cual nos hace ver que la longitud de estos intervalos debe
tender a cero, esto es:

Proposicién 2.3.4: Con la notacién de la Proposicién 2.3.3,
fu(xy) = fy(x3) = 0 cuando N — oo,

. f —d .
Para ver esto, definamos g(x) = xT Asi, tenemos que
g(x) posee un tnico punto fijo en x,.

Veamos que si x € (0,x;,), entonces g"(x) = x,. En efecto,
por induccién sobre n se tiene que:

x<glx) << ghx) <x, (14)
Por lo tanto, existe L <x, tal que lim,_ ., g"(x) =L.
Supongamos que L < x, y sea € = L — (cL? + d). Dado que
x; < L < x, se tiene que € > 0, por lo tanto existe N € N tal
que para todo n = N, se tiene que L — g™(x) < €. Luego,
gt(x)>cl*+d y asf, g"'(x)>L, lo cual es una
contradiccidn.

Ahora bien, dado que 0 < x3 < x, y 0 < x4, < x,, entonces
9" (x3) > x; y g"(x4) > x5, Pero, g"(x3) = fulxs) y
9" (x4) = fn(x,), de donde fy(x,) — fy(x3) - 0.

D. Existencia de 2-ciclos.

En cuanto a la existencia de 2-ciclos o puntos fijos de la
segunda iteracion del sistema, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2. 4.1: El sistema presentado en (2) junto con los
pardmetros establecidos en (3), no presenta 2-ciclos.

En efecto, la aplicacién f2 viene dada por

a(ax®?+b)?+b six <0

) —d
alcx?+d)?>+bsi0<x < ’T

o |—d
clex?+d)? +d si ’T<x

Consideremos los siguientes casos:

f0) =

. 2 12 3.2 2 5a
Caso 1: Six <0, f (x)—x=(x—z) (a x“+a x+T).
Tenemos que x = i es un punto fijo y (a3x2 +a’x + %) no

tiene raices reales con nuestra elecciéon de pardmetros. Por
tanto, si x < 0 no hay 2-ciclos.

Caso2: SiO< x < \/?, se tiene que f(x) < 0 y por lo tanto
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2 1
a(f(x)) +bSb—E<0<x.
existen 2-ciclos.

Asi, f2(x)<x y no

Caso 3: Si \/—;1 <x, se tiene que f2(x)—x= (x -
#) (3x2+c?x+c+c?d) y dado que (c3x?+

c?x + ¢ + c%d) no tiene raices reales, tenemos que no existen
2-ciclos.

1L EXPERIMENTACION NUMERICA

En esta seccidon presentamos diagramas de bifurcaciones
obtenidos mediante algoritmos en Matlab con el fin de
visualizar los resultados analiticos.

Para Fig.2(a) y Fig.2(b) se ha implementado un algoritmo que
bajo condiciones iniciales y los valores de los pardmetros
fijos, calcula las iteraciones de la funcién y determina si estas
convergen al punto fijo.

—V)

-y

3 + Base de Atraccién

¥

5 % -0.‘5 0 05 1‘ 15

Fig.2(a). Base de atraccién para P; con d > i

6

o
-
4 - BasedeAlraccion| |

_ |
15 - {5 0 05 1 15 2 25

Fig.2(b). Base de atraccién para P; cond < i

La Fig. 3(a). muestra el diagrama de bifurcaciones al variar el
pardmetro a. En esta podemos apreciar la existencia de un
punto fijo estable para ciertos valores de a. Notamos que si
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a — —oo el punto fijo estable tiende a 0; y si a = 0~ el punto
fijo decrece a —oo. La Fig. 3(b). muestra la existencia de
puntos fijos inestables para cada ¢ € (0.01,4). Podemos ver
que si ¢ —» 0%, el punto fijo inestable crece hacia +oo; y si
¢ — o0, el punto tiende a cero.

Iv. CONCLUSIONES

Al variar los pardmetros de acuerdo a (3), el sistema (2)
presenta los puntos fijos P; y P,, donde P, es repulsor y P; es
atractor a derecha.

0 T T

)

05 04 03 02 01 0
2

Fig. 3(a). Diagrama de bifurcaciones variando el pardmetroay b =
i en el intervalo (—0.6,0), donde c = 1y d = —1.

.
on

126 T T T T

100

&

£0

()

Q0

X0

Y% 1 55 2 » 3 B 4

4
Fig. 3(b). Puntos fijos inestables variando el pardmetro c donde se ha
escogidoa=—-1yd = -2.

Al analizar la estabilidad del punto fijo P;, se ha
demostrado que el valor de la cuenca de atraccién depende
de la variacion del pardmetro d.

S 1
Resulta de especial interés el caso en que d < 7 dado que

cuando x — x,~, la cuenca de atraccién del punto fijo P;
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es una cantidad enumerable de intervalos cerrados en los
que el limite superior e inferior tienden a x,, por lo que la
longitud de estos intervalos tiende a cero (Ver Fig.2(b)).

1 .z
Por su parte, cuando d = 2 la cuenca de atraccion de P;

consta de un intervalo semiabierto y acotado, cuyo limite
superior es x, (Ver Fig.2(a)).

Teniendo en cuenta que los resultados numéricos se han
obtenido de forma independiente, la experimentacién
numérica logra ilustrar los resultados obtenidos
analiticamente.
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