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Una bella relacion entre la conjetura de
Golbach y el teorema de Dirichlet

A beautiful relationship between Goldbach guess and theorem Dirichlet
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Resumen— En este articulo se muestra el proceso que se llevé a
cabo para encontrar una importante relacion entre la Conjetura
de Goldbach y el teorema de Dirichlet. Quiza podria suprimirse la
primer parte de este articulo, pero no se hizo con el fin de mostrar
el proceso histérico que se recorrié para llegar al resultado. Se
espera que los resultados presentados muestren en realidad el
esfuerzo hecho para alcanzar una prueba que duré muchos afios
en lograrse.

Palabras clave— Nimero primo, conjetura, Goldbach, Dirichlet.

Abstract— This article describes the process that was undertaken
to find an important relationship between the Goldbach
Conjecture and Dirichlet theorem. Perhaps it could be suppressed
the first part of this article, but I do not know made in order to
show the historical process that he ran to get the result. It is hoped
that the results presented actually show the effort made to attain
an test that lasted many years in achieved.
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L INTRODUCCION

Este articulo muestra como a veces las cosas complejas
no dejan ver las simples. El resultado fundamental acerca
de la conjetura de Goldbach, se deduce de unos resultados
muy simples y del Teorema de Dirichlet para niimeros
primos: Si a, b son enteros primos relativos la sucesion
p =an+ b contiene infinitos nimeros primos. La
justificacion de este resultado es muy dificil y requiere de
la variable compleja. Aqui se generaliza este resultado y
ademds se utiliza para probar de manera sencilla el
postulado de Bertrand, que afirma que entre n y 2n hay
un primo p. Al final en realidad se resume que todo estd
relacionado, solo es buscar los caminos adecuados para
ver las relaciones entre situaciones aparentemente
inconexas. Espero que lo realizado aqui sirva como
motivaciéon para matemdticos inquietos que busquen
herramientas  simples  para  probar  resultados
aparentemente dificiles de mostrar
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¢ No se hacen referencias histéricas de la conjetura porque
se considera que hay ya suficientes en la literatura.

II. CONTENIDO
A. Laconjetura de Goldbach

La Conjetura de Goldbach afirma que todo nimero par mayor
o igual a 4 se puede expresar como la suma de dos nimeros
primos. Se ha comprobado por célculo directo, que esto es
cierto para un nimero suficiente de casos que hacen pensar que
la conjetura es cierta. En este documento mostramos una
conjetura equivalente y veremos como la conjetura y el
Teorema de Dirichlet estd relacionados.

De otra parte, es claro que si g es un nimero primo y P = 2q,
entonces P es un nimero par. Asi, al haber infinitos nimeros
primos existen infinitos pares que se pueden escribir como la
suma de dos nimeros primos. Mds aln, sabemos que todo
primo distinto de 2 es impar, y como suma de impares da par,
el nimero de pares que se pueden escribir como suma de dos
primos aumenta. Por ahora analicemos algunos casos en los que
se comprueba la conjetura por célculo directo.

4=2+2 16=13+3=11+5

6=3+3 24=17+7=19+5

8=5+3 80=73+7=37+43
10=5+5=7+3 8900=7+8893=13+8887.
12=7+5 14=T7+7=11+3

Una sencilla observacién a la lista anterior muestra que los
ndmeros primos involucrados para algunas representaciones no
son necesariamente Uunicos, como en el caso del nimero 14. Es
decir, la representacion en suma de primos no es tnica en
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general. Antes de continuar, introduzcamos la siguiente
definicién.

DEFINICION 1.1 Un entero positivo par se llama de
Goldbach si se puede escribir como la suma de dos nimeros
primos.

Veamos qué conclusiones podemos obtener suponiendo que la
conjetura fuera cierta. Es decir, supongamos que todo par
mayor o igual a 4 se puede escribir como la suma de dos
nimeros primos. En particular el caso P =4 se cumple
trivialmente.

Observemos que los nimeros pares son de la forma A = 2k,
donde k puede ser par o impar. Analicemos las siguientes
situaciones:

Sea P > 4 un ndmero par dado y supongamos que

2P = p; + p,, con py,p, nimeros primos. Debe existir un
impar I de tal manera que:

2P=P+I1+P—1=p, +p, (1.1)

donde
P+1=p,y P-1=np,.

De igual forma, sea I > 1 un impar dado y supongamos que
21 = p,; + p,, con p4, p, nimeros primos. Debe existir un par
P de tal manera que:

20=1+P+1—P=p, +p, (1.2)

donde
P+I=p,ylI—-P=p,

Para el caso (1.1) es facil ver que los primos son de la forma
pr=4m+1y p, =4n—1. Asi P = 2(m + n) y los primos
paraelcaso (1.2) sondelaformap, =4m+1,p, =4nt1le
I=2(m+n)+1.

Podemos de esta observacidn, obtener varios resultados que
consideramos continuacion.

TEOREMA 1.1

1. Sean m,n enteros positivos de tal manera que
pr=4m+1,p, =4n—1,

sean nimeros primos. Hagamos P = 2(m + n), entonces

se tiene que
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2P =p, +p,

2. Sean m,n enteros positivos de tal manera que
P =4m+1, p,=4n+1
p, = 4n — 1) sean niimeros primos. Hagamos
I=2(m+n)+1 I =2(m+n)— 1), entonces se
tiene que:

(opy=4m—1,

2l =p; +p;

DEMOSTRACION. Para la parte (1), hacemos
I =2(m—n)+1, luego
2P=P+P=P+I1+P—-1=p, +p, [ |

Como existen infinitos nimeros primos de la forma
4] £+ 1 tenemos el siguiente resultado como Corolario
del anterior.

TEOREMA 1.2

1. Existen infinitos nimeros de Goldbach de la
forma 2P, con P par.

2. Existen infinitos mimeros Goldbach de la forma
21, con [ impar.

Se trata entonces de ver si todo entero par positivo es de
Goldbach. La discusién anterior nos permite enunciar la
siguiente conjetura que es equivalente a la de Goldbach.

CONJETURA 1. Sea P un par (impar). Entonces, existe un
impar (par) I < P primo relativo con P de tal manera que

P+I=p,yP-1=p, (1.3)

donde p,, p, son nimeros primos.

Para el caso impar, si éste es primo se puede elegir el par como
cero. Nétese que efectivamente si se cumple (1.3) también se
cumple la Conjetura de Goldbach y viceversa, basta sumar las
dos igualdades.

El reciproco de la Conjetura 1 se puede probar teniendo en
cuenta la siguiente propiedad interesante de los nidmeros
impares.

TEOREMA 1.3

1. Sean a, c enteros impares positivos, entonces:

a)a_”

. . . a—-c .
S~ esparsiy solosi — es impar.
a+c . . L . a—-c
b) —, esimparsiy solo si — es par.

. a+c a—c ,. . .
2. Sia,c son pares —~ ¥ =, tienen la misma paridad.
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La demostracién del resultado anterior es elemental y se deja al
lector ([2]). De este resultado tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 1.1

Sean p,,p, impares positivos. Si P =

+ .
zzlz_pz es par (impar)

existe un impar (par) I de tal manera que
P+l=pyP-I=p,

En particular, si p; p, son nimeros primos y en este caso es
facil verificar que P e I tienen que ser primos relativos.

La conjetura 1 puede escribirse también de la siguiente manera:

CONJETURA 2. todo [>2
m, n, a, b enteros positivos talesque l = m +n = a + b donde

Para entero existen

1. p, = 4m + 1,p, = 4n — 1 son niimeros primos.
2.p, =4a+ 1,p, = 4b + 1 son niimeros primos o
p1 = 4a —1,p, = 4b — 1 son niimeros primos.

Para ver esto se supone cierta la conjetura 1 se suma y resta
para el caso par e impar y se obtiene el resultado.

Veamos ahora como esta involucrado el teorema de Dirichlet
en todo este asunto.

El teorema de Dirichlet, postulado de Bertrand, Goldbach.

OBSERVACION: Recordemos que todo impar es de la forma
4k + 1 o de la foma 4k — 1 pero no de ambas a la vez. Como
todo primo distinto de 2 es impar, entonces todo primo impar
es de esta forma. Mds atn se puede demostrar con relativa
facilidad que existen infinitos primos de la forma 4k +1 e
infinitos de la forma 4l — 1. Es mds, hay tantos primos impares
de la forma 4k + 1 como de la forma 4] — 1. Como veremos,
en realidad este es un caso particular de la generalizacién del
Teorema de Dirichlet que estudiamos a continuacién.

Nota:((X , Y)) indica maximo comun divisor.

Recordemos que el Teorema de Dirichlet afirma que si a, b son

primos relativos, entonces la sucesion
p(n) =an+b (1.4)

contiene infinitos nimeros primos. Considerando todas las
posibilidades para a y ben la ecuacién (1.4) vemos que el
Teorema de Dirichlet se reduce al siguiente resultado.

TEOREMA 1.4 La sucesion
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p(m) =2tn+1,((2t,D) =1,1 € {1,35,..,2t — 1} (1.5)

contiene infinitos ndimeros primos. (2t es un par positivo
cualquiera pero fijo.)

Para la demostracion de este resultado ver la referencia [2].

Observaciones sencillas de (1.4) y (1.5) cuando son niimeros
primos muestran que ((an, b)) =1, ((n, b)) =1, ((Ztn, I)) =
1, ((n, I)) =1. El Teorema (1.4) se puede generalizar
facilmente asi.

TEOREMA 1.5 Elias

Para cada n > 2 existen I,I' € {1,3,5,...,2tn — 1} de tal
manera que:

1. p(n) = 2tn + I es un nimero primo para algin I.
2.p(n) = 2tn — I' es un ndmero primo para algin I'.

DEMOSTRACION. Hacemos la primera parte por induccién
y es claro que la parte dos es igual. Para simplificar hagamos

t = 2. Es decir consideremos la sucesién
p(n) =4n+1

Sin=2,p(2)=8+11€{1,3,57}, vemos que I =3 o
I = 5 hacen cierta la proposicién. Supongamos que el resultado
es cierto para n. Es decir p(n) = 4n + I es un nimero primo
para algin impar I < 4n.

Ahora,
pin+ D) =4n+D+L=4n+4+1,4+ 1 <4(n+1).
Por hipétesis de induccién 4n + [ es primo para algin
I < 4n. Podemos hacer
4+ L =1<4n<4(n+1)
y el resultado es cierto para todo n.
De otro lado si hacemos
p(n) =2tn+1

Vemos que p(2) = 4t + I es primo para algin I < 4t por lo
que acabamos de demostrar. Si suponemos que

p(n) =2tn+1

es primo para algin / < 2tn y hacemos
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pin+ 1) =2tln+ 1)+ L =2tn+2t+ 1,

es primo aplicando la Hipétesis de induccién con 2t + I; = I.
]

En particular si t = 1 entonces

l. p(n) = 2n + I es un ndmero primo para algdn impar
I < 2n.

2. p(n) = 2n — I' es un nimero primo para algtin impar
I' < 2n.

Nota: E1 I que aparece en 1.y 2. del teorema 1.5 No tiene que
ser el mismo, nuestro objetivo es mostrar que existe el mismo
en las dos situaciones.

Obsérvese que para la parte (1) del teorema ((2tn, 1)) = 1,
para la parte dos esto no es cierto en general como es el caso
2(9) — 15 = 3. Para ilustrar un poco los resultados anteriores
consideremos el siguiente caso particular.

EJEMPLO 1.1. Sea p(n) = 4n + I, entonces
1.p(2) =8+1,1 € {1,357}

2.p(3) =12+ 1,1 € {1,5,7,11}.

3.p(4) =16 + 1,1 € {1,3,5,7,9,11,13,15}.

4. p(5) =20+1,1€{1,3,7911,13,17,19}. En particular
p(5) =20+1=16+4+1yhacemos4+1=7 ol =3.

5. La expresiéon 200 — I con I < 200 impar contiene todos los
primos menores o iguales a 200, y la expresiéon 200 + [

contiene todos los primos menores que 400 y mayores que
200.

De otra parte, si I es un impar y P < I es un par, podemos
considerar la sucesién
p(n)=In+P (1.6)

Si P(n) es primo vemos que n tiene que ser impar, digamos
n = 2m + 1. Es decir, (1.6) queda en la forma

p(m)=I1Cm+ 1) +P=2tm+1I't'=11'"=1+P

Obsérvese que I” < 2t yaque P < [ entonces P + I < 2]. De
otro lado si hacemos

p(n)=In—P (1.7)
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Como -P < I vemos que | — P < 2I, luego sin=2m+1
tenemos que (1.7) se convierte en

p(m)=I1Cm+1)—-P=2tm+I't'=1,'=1—-P
Se tiene entonces el siguiente corolario.

COROLARIO 1.2 Sea I un impar dado. Para todo n =5
impar, existe un par P, P’ < In con ((In, P)) =1, ((In, P')) =

1 de tal manera que
pp=In+P,p,=In—P
son nimeros primos.

EJEMPLO 1.2 Si hacemos I = 1 se tiene que n = 5 impar,
es decir, tenemos

n+P, n—P', P,P'e{0,2,..,n—1}
Hagamosn = 2m + 1 entonces la expresién se convierte en
p(m)=2m+1+P, qim) = 2m—(P' - 1),
PP e{0,2..,n—1}
p(m) =2m+1,q(m)= 2m-—1,

LI'e{1,3,..2m—1}

De lo visto hasta ahora, vemos que el Teorema de Dirichlet
implica la conjetura de Goldbach. M4s atin, si consideramos las
sucesiones

p(n) =2n+1, I <2n, qn) =2n-1r, I'<2n
donde p(n), g(n) son nimeros primos, notamos que
leH={135,..2n—-1}
I'eW ={1,35,..2n -1}

Para algin n debe ser que I =I’. De igual forma en la
sucesiones

p(n)=n+P,P<n, gn)=n—-P,P"<n
donde p(n), g(n) son nimeros primos, notamos que
PeH={246,..n—1}
P eW ={246,..n—1}

Para algiin n debe ser que P = P’. Esto se debe a que en la
expresion P — [ es imposible que se encuentren primos
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Unicamente cuando P e I no sean primos relativos. Para tal
efecto veamos el siguiente resultado.

TEOREMA 1.6 Supongamos que ((2n,1)) =1#1 y que
p1 = 2n — I es un nimero primo. Entonces p; = L.

DEMOSTRACION. Con las hipétesis dadas tenemos que
2n =lk, I = k'L, por lo que

m—I=1lk—1lk=Ilk—Fk)=p,

Como p, es primo se deduce que k — k" = 1 y por tanto p; =
Lk=k'+1 nm

EJEMPLO 1.3 Si ((2n,1)) =p,
entonces p; = 2n + 1 no es primo, ya que p,/p;.

conp, =2n—1 primo

TEOREMA 1.7 Para cadan > 2 existe un impar [ < 2n de tal
manera que ((2n,1)) = 1y ademds p; = 2n — I es un niimero
primo.

DEMOSTRACION. La demostracién es por induccién. En
efecto, haciendo p(n) =2n — 1,1 < 2n . Si n = 2, tenemos
pn)=4-11€ {13},
proposicién. Supongamos que el resultado se cumple para n 'y
veamos que se cumple para n + 1. En efecto,

vemos que [ =1, hace cierta la

pn+1)=2n+1)—-I=2n-1, I =1-2.

Por H.I existe [; < 2n impar talque
p(n+1)=2n+1)—-1=2n-1,

es un nimero primo, como [y = — 2 vemosquel =1, +2 y
es resultado es cierto para todo n > 2. Nétese que:
I <2(n+1). De otro lado note que si d = ((2n + 2,1)) se
tiene que d/(2n+ 2 —1) = 2n — I, pero 2n — I; es primo,
por tanto d = 1 o d = 2n — I, pero lo dltimo no puede ser y
asi d = 1. Es decir, 2(n + 1) e I son primos relativos.

Del teorema 1.5 y el corolario 1.2 se deduce el famoso
postulado de Bertrand que afirma que existe un primo p entre
ny 2n. Es decir:

Postulado de Bertrand
Para todo n = 3 existe almenos un primo p tal que
n<p<?2n.

DEMOSTRACION Por el teorema 1.5 t=1
Supongamos que p =2n+ 1,1 <2n es un nimero primo.
Sumando 2n es claro que 2n + [ < 4n luego

con
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2n<2n+1 <4n.

De otra parte, por el corolario 1.2 tenemos que si

p=In+P, P<In
es primo (n es impar) entonces se tiene que P < In implica

In<In+P<2n
En particular si / = 1 se encuentra

n<IlI+P<2nn=3.

Esto completa la demostracion.
Nuestro objetivo es entonces probar la siguiente proposicion:

Para cadan = 2 existe un impar I < Zn primo relativo con

2n tal que
p=2n+l,q=2n-1
son nimeros primos.

Pero antes de esto es muy importante resaltar que el Postulado
de Bertrand y el TEOREMA 1.5 son equivalentes es decir,

TEOREMA 1.6 Bertrand-Elias Para todo n > 3 existe un
primo p tal que n <p < 2n & para todo n = 3 existe un
impar I(l,) de tal menera que 2n + I (2n — I;) es un nimero
primo.

DEMOSTRACION <) Ya lo probamos. En el otro sentido.
Sea p un primo tal que n < p < 2n. Vemos que como p < 2n
existe un impar [ talque p + [ = 2nesdecir, p = 2n—1I,el |
cambia segtn el p. Ahora, observemos que n < p < 2n <
2n < 2p < 4n. Por hipétesis existe un primo q tal que 2n <
q < 4n, luego existe [; impar talque 2n =q—1I; Esto
completa la prueba.

De otro lado si suponemos que
p=2n+1,q=2n-1, n=2

podemos observar lo siguiente:

e  Sumando las dos ecuaciones encontramos
p+q=4n

e Restdndolas: p — q = 2I.
e De otro lado si conocemos q tenemos que 2n =1 + g,
sumando / tenemos
p=2n+1=2]+q.
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e  Observemos que existen impares
I <2n, [, <2n,
primos relativos con 2n talesque p =2n+ 1, y q = 2n — I,.
son niimeros primos. Sumando tenemos
ptq=4n—(,—1L)

Si queremos que p + g = 2n entonces, I, — I; = 2n. Como
p = 2n + I, se tiene que p = I,. Por lo que ¢ = 2n —p. Es
decir,p + g = 2n.

e Recordemos ahora que el postulado de Bertrand afirma que
para cadan = 3 existe un primo p talque n < p < 2n. Al
multiplicar por dos se encuentra 2n < 2p < 4n.

Resultado principal
Se trata de buscarunimpar 1 < [ < 2n — 3 de tal manera que
(a) p=2n+I, q=2n-1
sean nimeros primos. Para tal efecto notemos que
1<I<2n-3e 2n+1<2n+ 1< 4n-3
o 2n+1<p<4n-3
De igual manera
1<I<2n-33-2n< -I1< -1
& 3<2n-1<2n-1
& 3<qg<2n-—-1
Sumando las dos ultimas desigualdades de p, g encontramos
2n+4<p+g<s 6n—4%
Si queremos que se cumpla (a) debe cumplirse que

2n+4+6n—4 _

2 4n

ptq=

Es decir, p + g es el punto medio del intervalo
[2n + 4, 6n — 4]

De otro lado, de (a) se deduce que p = 21 + q.

Dado el primo impar g con 3 < g < 2n — 1 (Nétese que g
es de la forma 2n — I) veamos que existe un primo p tal que
p =21+ q con I impar. En efecto, como 2,g son primos
relativos, la sucesiéon p = 2m + q contiene infinitos nimeros
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primos, elijamos un impar [ tal que p = 2/ + q sea primo y
ademads g primo relativo con 4n. Notemos que

p=2l+q&e 20=p-1=I1+gq
S p=2l+1q=2l-1

(suma y resta de impares es par). Es decir, para el par 2 existe
un impar I que nos da el resultado deseado. Ahora, sumando
las ecuaciones obtenidas encontramos que

p+q=4l=4n=l=n

Es decir, todo par de la forma 2P, P = 2n se puede escribir
como suma de dos nimeros primos Aunque no se necesita, un
razonamiento similar se puede hacer para el caso impar
obteniendo una expresién de la forma 2] =p+q con py q
nimeros primos. Asi tenemos los siguientes resultados:

COROLARIO 1.3. Elias- Primos Para cada n = 2 existe un
impar [ < 2n primo relativo con 2n tal que

p=2n+l, q=2n-1

son nimeros primos.

COROLARIO 1.4 Goldbach-Elias Todo par P > 4 se puede
escribir como la suma de dos nimeros primos.

Es decir, se ha demostrado la conjetura de Goldbach de una
manera muy sencilla.

III. CONCLUSIONES

1. Se demuestra la Conjetura de Goldbach que ahora
pasa a ser teorema.

2. Se generaliza el teorema de Dirichlet.

3. Se prueba el postulado de Bertrand de una manera

sencilla.
4. El teorema de Dirichlet implica la conjetura de
Goldbach.
RECOMENDACIONES

Motivar a estudiantes y docentes investigadores a utilizar
herramientas sencillas en la demostracion de ciertos resultados
ya probados o sin probar con herramientas lo mds sencillas
posibles.
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